
Topologia

Lista 1

Zad 1. Czy funkcja d : R× R → R dana wzorem d(x, y) = |x|+ |y| jest metryk¡ na R?

Zad 2. Niech (X, dX) i (Y, dY ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi. Czy funkcje dane wzorami

ρ
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= dX(x1, x2) + dY (y1, y2),

σ
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= dX(x1, x2) · dY (y1, y2)

s¡ metrykami na zbiorze X × Y ?

Zad 3. Wykaza¢, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡, to funkcja

d̂(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

równie» jest metryk¡ na X.

W przestrzeni metrycznej (X, d) kul¡ otwart¡, kul¡ domkni¦t¡ i odpowiednio sfer¡ o
±rodku w punkcie x0 ∈ X i promieniu r > 0, nazywamy nast¦puj¡ce zbiory

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

B̃(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r},

S(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) = r}.

Zad 4. Pokaza¢, »e w dowolnej przestrzeni metrycznej kula otwarta jest podzbiorem otwar-
tym, a kula domkni¦ta jest podzbiorem domkni¦tym.

Zad 5. Naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie R2 kule otwarte B
(
(0, 0), 1

)
dla nast¦puj¡cych metryk:

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (metryka euklidesowa),

dt(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| (metryka taksówkowa),

dm(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|} (metryka maximum),

gdzie x = (x1, x2), y = (y1, y2). Pokaza¢, »e metryki te wprowadzaj¡ na R2 t¡ sam¡ rodzin¦
zbiorów otwartych.

Zad 6. Wykaza¢, »e je»eli d jest metryk¡ na X, to funkcja

d̂(x, y) = min{d(x, y), 1}, x, y ∈ X,

jest metryk¡ na X wyznaczaj¡c¡ te same zbiory otwarte co metryka d.

Zad 7. Pokaza¢, »e dowolny zbiór X wraz z funkcj¡ okre±lon¡ wzorem

d(x, y) =

{
0, gdy x = y,
1, gdy x 6= y,

jest przestrzeni¡ metryczn¡. Metryk¦ d nazywa si¦ metryka dyskretn¡ lub zero-jedynkow¡.
Wyznaczy¢ posta¢ kul otwartych, kul domkni¦tych oraz sfer w przestrzeni (X, d).



Zad 8. Pokaza¢, »e nie w ka»dej przestrzeni metrycznej

a) kula domkni¦ta B̃(x0, r) równa jest domkni¦ciu B(x0, r) kuli otwartej B(x0, r),

b) wn¦trze int B̃(x0, r) kuli domkni¦tej B̃(x0, r) pokrywa si¦ z kul¡ otwart¡ B(x0, r),

c) brzeg bdB(x0, r) kuli otwartej B(x0, r) jest sfer¡ S(x0, r).

Zad 9. Niech d1 b¦dzie metryk¡ euklidesow¡, a d2 metryk¡ dyskretn¡ na prostej R. Pokaza¢,
»e funkcja

d
(
(x, y)(u, v)

)
= d1(x, u) + d2(y, v)

jest metryk¡ na pªaszczy¹nie R2 oraz wyznaczy¢ posta¢ kul w tej metryce.

Zad 10. Rozwa»my podzbiór X = L ∪ {O} ∪ P pªaszczyzny R2, gdzie

L = {(x, y) ∈ R2 : x < 0}, O = (0, 0), P = {(x, y) ∈ R2 : x > 0}.

Niech d b¦dzie metryk¡ euklidesow¡ na R2. Sprawdzi¢, »e funkcja

d̂(x, y) =

{
d(x, y), gdy x, y ∈ L lub x, y ∈ P

d(x, O) + d(O, y), w przeciwnym razie

jest metryk¡ na X. Dlaczego metryk¦ t¡ mo»na by nazwa¢ metryk¡ mostu?

Zad 11. Wyznaczy¢ wn¦trze intA, domkni¦cie A oraz brzeg bdA podzbioru A ⊂ R prze-
strzeni (R, d), gdzie d jest metryka euklidesow¡, gdy

a) A = N, b) A = Z, c) A = Q,

d) A = R \Q, e) A = R.

Zad 12. Pokaza¢, »e dla wolnych podzbiorów A, B przestrzeni metrycznej X zachodz¡
inkluzje

A ∩B ⊂ A ∩B.

intA ∪ intB ⊂ int (A ∪B)

Czy zachodz¡ inkluzje odwrotne?

Zad 13. Wykaza¢, »e dla dowolnego podzbioru A przestrzeni metrycznej X zachodzi rów-
no±¢ int (X \ A) = X \ A.


